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1 Brouwerの不動点定理 [1]
「 nは自然数とする. 連続写像 F : [ 0 ; 1 ]n  ! [ 0 ; 1 ]n
に対し
F( c1 ; c2 ; : : : ; cn ) = ( c1 ; c2 ; : : : ; cn )
となる点 ( c1; c2; : : : ; cn ) 2 [ 0; 1 ]n が存在する. 」
 [ 0 ; 1 ]n の代わりに, [ 0 ; 1 ]n と同相な T  Rn でも成
り立つ. (トポロジーの定理である.)
 写像度を用いる証明 [1],ホモロジー群を用いる証明
[2], スペルナーの補題を用いる証明 [3], 解析的証明
[4][5]など,多くの証明がある.
 n = 1の時は中間値の定理と同値とみなせる. このこ
とをヒントに新たな証明を考えた.
2 離散版中間値の定理 (3次元の場合)
A = f a k1 k2 k3 j 1  k1 ; k2 ; k3  m g , ( m3 個の元からなる
集合)とする. 写像
f : A  ! f ( i1 ; i2 ; i3 ) j i1 ; i2 ; i3 =  1; 0; 1 g
に対し
f ( a k1 k2 k3 ) = ( f1( a k1 k2 k3 ) ; f2( a k1 k2 k3 ) ; f3( a k1 k2 k3 ) )
とおく. 写像 f が以下の条件 (I) (II)を満たすとする.
（I）1  k1 ; k2 ; k3  mに対し
f1( a 1 k2 k3 ) = 1 or 0 ; f1( a m k2 k3 ) =  1 or 0
f2( a k1 1 k3 ) = 1 or 0 ; f2( a k1 m k3 ) =  1 or 0
f3( a k1 k2 1 ) = 1 or 0 ; f3( a k1 k2 m ) =  1 or 0
（II） a = a k1 k2 k3 , a0 = a k01 k02 k03 2 Aに対し
j k j   k0j j  1 ; j = 1; 2; 3
が成り立つとき
j f j ( a )   f j ( a0 ) j  1 ; j = 1; 2; 3
となる.
このとき
f ( ap1 p2 p3 ) = ( 0 ; 0 ; 0 )
となる ap1 p2 p3 2 Aがある.
3 離散版中間値の定理からBrouwerの
不動点定理を導く (3次元の場合)
連続写像 F : [ 0 ; 1 ]3  ! [ 0 ; 1 ]3 に対し
F( x1; x2; x3 ) = ( F1( x1; x2; x3 ); F2( x1; x2; x3 ); F3( x1; x2; x3 ))
とおく.
[ 0 ; 1 ]3 を m3 等分して 1辺の長さ 1=mの小立方体（た
だし境界線,境界面を含む）に区切る. 2点 
k1   1
m
;
k2   1
m
;
k3   1
m
!
;
 
k1
m
;
k2
m
;
k3
m
!
を頂点とする小立方体を ak1 k2 k3 とおく. ( 1  ki  m )
A = f ak1 k2 k3 j 1  k1 ; k2 ; k3  m gとおく. 写像
f : A  ! f ( i1; i2; i3 ) j i1; i2; i3 =  1; 0; 1 g
を以下の (i)～(iv)で定義する. ただし
f ( ak1k2k3 ) = ( f1( ak1k2k3 ) ; f2( ak1k2k3 ) ; f3( ak1k2k3 ) )
とする.
（i）小立方体 as1 s2 s3 の任意の点 ( x1; x2; x3 )について
x1 < F1( x1; x2; x3 )
のとき f1( as1 s2 s3 ) = 1
（ii）小立方体 as1 s2 s3 の任意の点 ( x1; x2; x3 )について
x1 > F1( x1; x2; x3 )
のとき f1( as1 s2 s3 ) =  1
（iii）小立方体 as1 s2 s3 において (i) (ii)のどちらでもないと
き,つまり
d1  F1( d1 ; d2 ; d3 ) ; e1  F1( e1 ; e2 ; e3 )
となる点 ( d1 ; d2 ; d3 ), ( e1 ; e2 ; e3 ) 2 as1 s2 s3 がある
とき
f1 (as1 s2 s3 ) = 0
1
（iv）F1 の代わりに F2, F3 を用いて, f2, f3 も定義する.
離散版中間値の定理 (3次元)の条件が, (i)～(iv)で定義
される写像 f : A  ! f ( i1 ; i2 ; i3 ) j i1 ; i2 ; i3 =  1; 0; 1 gに
対して成り立つ. よって
f ( ap1 p2 p3 ) = ( 0 ; 0 ; 0 )
となる小立方体 ap1 p2 p3 2 Aがある.
補題 F1 ( t1; t2; t3 ) = t1 ; F2 ( u1; u2; u3 ) = u2
F3 ( v1; v2; v3 ) = v3
となる点 ( t1; t2; t3 ), ( u1; u2; u3 ), ( v1; v2; v3 ) 2 ap1 p2 p3 が存
在する.
定理 [ 0 ; 1 ]3 の中に写像 F の不動点が存在する.
証明 写像 F : [ 0 ; 1 ]3  ! [ 0 ; 1 ]3 は一様連続であるの
で,任意の  > 0に対して適当な  > 0が存在して
jj ( p1 ; p2 ; p3 )   ( q1 ; q2 ; q3) jj < 
を満たす任意の点 ( p1 ; p2 ; p3 ), ( q1 ; q2 ; q3 ) 2 [ 0 ; 1 ]3に
対して
jj F( p1 ; p2 ; p3 )   F( q1 ; q2 ; q3 ) jj < 
が成り立つ. mを十分大きくとると
jj ( t1 ; t2 ; t3 )   ( u1 ; u2 ; u3) jj <  (1)
が成り立つ. よって
F( t1; t2; t3 ) = ( t1; t02; t03) ; F( u1; u2; u3 ) = ( u01; u2; u03 )
とすると
jj ( t1 ; t02 ; t03 )   ( u01 ; u2 ; u03 ) jj < 
が成り立つ. このとき
j t1   u01 j <  ; j t02   u2 j <  ; j t03   u03 j <  (2)
となる. また, (1)と同じ理由で
jj ( t1 ; t2 ; t3 )   ( v1 ; v2 ; v3) jj < 
が成り立つ. よって
F( v1 ; v2 ; v3 ) = ( v01 ; v02 ; v3 )
とすると, (2)と同様に
j t1   v01 j <  ; j t02   v02 j <  ; j t03   v3 j <  (3)
となる.
jj F( t1 ; t2 ; t3 )   ( t1 ; t2 ; t3 ) jj
= jj ( t1; t02; t03 )   ( t1; t2; t3 ) jj = jj ( 0 ; t02   t2 ; t03   t3 ) jj (4)
j t02   t2 j  j t02   u2 j + j u2   t2 j
<  +
1
m
（(2)より） (5)
j t03   t3 j  j t03   v3 j + j v3   t3 j
<  +
1
m
（(3)より） (6)
sを任意の正数とし,  = 1=sとおく. m > sととってよ
いので, (4) (5) (6)より
jj F( t1 ; t2 ; t3 )   ( t1 ; t2 ; t3 ) jj <
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となる. よって任意の正整数 sに対し
jj F( v(s)1 ; v(s)2 ; v(s)3 )   ( v(s)1 ; v(s)2 ; v(s)3 ) jj <
2
p
2
s
(7)
となるような点 ( v(s)1 ; v(s)2 ; v(s)3 ) 2 [ 0 ; 1 ]3が存在すること
がわかった.
Bolzano-Weierstrassの定理より, ( v(s)1 ; v(s)2 ; v(s)3 )の収束
する部分点列 ( vi (k)1 ; vi (k)2 ; vi (k)3 ), k = 1; 2; 3; : : : をとること
ができる.
lim
k!1
( vi ( k )1 ; vi ( k )2 ; vi ( k )3 ) = ( c1 ; c2 ; c3 ) 2 [ 0 ; 1 ]3
とおく. (7)より
jj F( vi ( k )1 ; vi ( k )2 ; vi ( k )3 )   ( vi ( k )1 ; vi ( k )2 ; vi ( k )3 ) jj <
2
p
2
i ( k )
が成り立つ. よって
lim
k!1
jj F( vi ( k )1 ; vi ( k )2 ; vi ( k )3 )   ( vi ( k )1 ; vi ( k )2 ; vi ( k )3 ) jj = 0
が成り立つ. つまり
jj F( c1 ; c2 ; c3 )   ( c1 ; c2 ; c3 ) jj = 0
となる. つまり
F( c1 ; c2 ; c3 ) = ( c1 ; c2 ; c3 )
となり,写像 F の不動点の存在が示された.
一般の n次元の場合の証明も同様にできる.
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